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Аннотация. В современных экономических исследованиях и управленческой 

практике, а также в различных отраслях промышленности и сферах 

деятельности, широко используются разнообразные статистические методы. 

Прикладная статистика представляет собой научную дисциплину, 

занимающуюся разработкой методов обработки эмпирических данных. В 

рамках этой дисциплины традиционно выделяют три основных направления: 

дескриптивный анализ данных, теорию оценивания параметров и проверку 

статистических гипотез. Одним из фундаментальных подходов в теории 

оценивания является метод максимального правдоподобия, основанный на 

оптимизации соответствующей функции правдоподобия. В данной работе 

исследуется этот метод в наиболее общей формулировке и предлагается его 

расширение на случай, когда стандартная задача оптимизации функции 

правдоподобия не имеет решения. Впервые получено необходимое и 

достаточное условие состоятельности оценки максимального правдоподобия 

в общей постановке. Для достижения этого результата потребовалось 

применение аппарата математической статистики в пространствах 

произвольной природы, что относится к центральным разделам статистики 

нечисловых данных. Далее исследуется ситуация, когда задача максимизации 

функции правдоподобия не имеет решения. В этом случае для оценивания 

функции распределения из соответствующего множества предлагается 

использовать введенную в работе обобщенную оценку максимального 

правдоподобия. Данный подход имеет определенное концептуальное 

сходство с методом регуляризации А. Н. Тихонова, разработанным для 
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решения некорректно поставленных операторных уравнений. В работе 

приведены примеры вычисления обобщенных оценок максимального 

правдоподобия. Показано, что к таким оценкам относятся, в частности, 

эмпирическая функция распределения и её симметризованный вариант, 

полученный в предположении симметрии оцениваемого распределения 

относительно нуля. Симметризованная функция распределения находит 

применение, в частности, при проверке гипотез об однородности связанных 

выборок. Сформулирован ряд нерешенных проблем, связанных с развитием 

обобщенного метода максимального правдоподобия. Решению этих проблем 

предполагается посвятить дальнейшие научные изыскания. 

Abstract. A variety of statistical methods are widely used in modern economic 

research and management practice, as well as in various industries and fields of 

activity. Applied statistics is a scientific discipline that develops methods for 

processing empirical data. Within the framework of this discipline, there are 

traditionally three main areas: descriptive data analysis, parameter estimation 

theory, and statistical hypothesis testing. One of the fundamental approaches in 

estimation theory is the maximum likelihood method, based on optimizing the 

corresponding likelihood function. In this paper, this method is investigated in its 

most general formulation and its extension is proposed for the case when the 

standard likelihood function optimization problem has no solution. For the first 

time, a necessary and sufficient condition for the consistency of the maximum 

likelihood estimate in the general formulation has been obtained. To achieve this 

result, it was necessary to apply the apparatus of mathematical statistics in spaces 

of arbitrary nature, which refers to the central sections of statistics of non-

numerical data. Next, we study the situation when the problem of maximizing the 

likelihood function has no solution. In this case, it is proposed to use the 

generalized maximum likelihood estimate introduced in the paper to estimate the 

distribution function from the corresponding set. This approach has certain 

conceptual similarities with A. N. Tikhonov's regularization method, developed to 
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solve incorrectly posed operator equations. The paper provides examples of 

calculating generalized maximum likelihood estimates. It is shown that such 

estimates include, in particular, the empirical distribution function and its 

symmetrized version obtained under the assumption of symmetry of the estimated 

distribution relative to zero. The symmetrized distribution function finds 

application, in particular, in testing hypotheses about the homogeneity of related 

samples. A number of unsolved problems related to the development of the 

generalized maximum likelihood method are formulated. It is planned to devote 

further scientific research to solving these problems. 

Ключевые слова: статистические методы экономики, математическая 

статистика, оценивание, метод максимального правдоподобия, статистика 

нечисловых данных, предельные теоремы 

Keywords: statistical methods of economics, mathematical statistics, estimation, 

maximum likelihood method, statistics of non-numerical data, limit theorems 

Введение 

В сфере экономики, менеджмента и различных отраслей 

промышленности активно используются разнообразные статистические 

подходы. Статистика как прикладная дисциплина занимается разработкой 

методов систематизации и анализа эмпирической информации. В рамках 

данной науки, исходя из типа решаемых задач, традиционно выделяют три 

ключевых направления: дескриптивный анализ данных, оценивание 

параметров распределений и проверку статистических гипотез. 

Среди множества методов параметрического оценивания особое место 

занимает подход максимального правдоподобия, фундаментом которого 

является процедура оптимизации специальной функции правдоподобия. В 

рамках данного исследования проводится анализ этого метода в его наиболее 

общей формулировке, а также рассматривается его расширение для 

ситуаций, когда стандартная задача оптимизации целевой функции не может 

быть решена традиционными способами. 



Московский экономический журнал. № № 9. 2025 

Moscow economic journal. №  № 9. 2025 

74 
 

1. Основные понятия 

В рамках общепринятой вероятностной модели данных рассмотрим 

выборку X₁, X₂, ..., Xₙ, представляющую собой совокупность n независимых 

одинаково распределенных случайных величин. С математической точки 

зрения, случайная величина определяется как функция, заданная на 

пространстве элементарных событий и принимающая значения в некотором 

измеримом пространстве A. Хотя традиционно в качестве A рассматривается 

множество действительных чисел или конечномерное векторное 

пространство, современная теория вероятностей не накладывает таких 

ограничений. Пространство A может быть произвольным, в том числе 

нечисловой природы. Это позволяет естественным образом вводить такие 

понятия, как случайное бинарное отношение или случайное множество, 

рассматривая их как случайные величины со значениями в соответствующих 

пространствах (бинарных отношений или подмножеств данного множества). 

С математической точки зрения важно отметить, что общее определение 

случайной величины предполагает задание σ-алгебры измеримых 

подмножеств пространства A. Однако если A является конечным 

множеством, естественно считать все его подмножества измеримыми, что 

позволяет избежать сложностей, связанных с вопросами измеримости. 

Для введения понятия "плотность распределения вероятностей" в 

пространстве A необходимо задать некоторую эталонную меру μ. Функция f: 

A → [0, ∞) называется плотностью распределения случайной величины X 

относительно меры μ тогда и только тогда, когда для любого измеримого 

подмножества B ⊆ A выполняется равенство: 

 

В случае, когда пространство A представляет собой множество 

действительных чисел, а мера μ соответствует стандартной мере Лебега, для 

которой мера отрезка единичной длины равна 1, правая часть формулы (1) 
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представляет собой классический интеграл Римана или Лебега. Аналогичным 

образом, если пространство A является конечномерным евклидовым 

пространством, то выражение в правой части формулы (1) соответствует 

общеизвестному в математическом анализе многомерному интегралу. 

В параметрической статистике предполагается, что плотность 

распределения f(x) зависит от неизвестного параметра θ, который подлежит 

оценке на основе имеющейся выборки. Для решения этой задачи разработан 

ряд статистических методов. Один из наиболее фундаментальных подходов 

основан на анализе функции правдоподобия, которая определяется как 

совместная плотность распределения наблюдаемых данных, рассматриваемая 

как функция параметра θ при фиксированных значениях выборки. 

Функция правдоподобия L(θ; x₁, ..., xₙ) формально записывается как 

произведение плотностей отдельных наблюдений (в случае независимых 

одинаково распределенных данных): 

 

Таким образом, функция правдоподобия представляет собой плотность 

совместного распределения n элементов выборки в наблюдаемой точке n-

мерного пространства (X₁, X₂, ..., Xₙ).  

Если выборка X₁, X₂, ..., Xₙ получена из распределения с истинным 

значением параметра θ₀ ∈ Θ, то естественно предположить, что значение 

функции правдоподобия (2) достигает своего максимума по θ ∈ Θ (при 

фиксированных X₁, X₂, ..., Xₙ) именно в точке θ₀ ∈ Θ. Это интуитивное 

соображение формирует теоретическое обоснование для оценивания 

неизвестного параметра θ₀ ∈ Θ путем максимизации функции правдоподобия 

(2).  

 

2. Оценка максимального правдоподобия 
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При исследовании оценок максимального правдоподобия возникает ряд 

фундаментальных вопросов, требующих тщательного анализа: 

- существование решения оптимизационной задачи; 

- единственность полученного решения; 

- состоятельность оценки максимального правдоподобия; 

- сравнительная эффективность по отношению к другим оценкам параметра. 

Если пространство параметров Θ является бикомпактным (т.е. из любого 

его открытого покрытия можно выбрать конечное подпокрытие), то 

существование оценки максимального правдоподобия гарантировано. 

Понятие бикомпактности обобщает свойства замкнутых ограниченных 

множеств в конечномерных евклидовых пространствах на топологические 

пространства произвольной природы. 

Как показывают контрпримеры, решение задачи оптимизации может 

быть неединственным. При выполнении определенных условий регулярности 

[1] оценка максимального правдоподобия является состоятельной.  

В асимптотическом смысле оценка максимального правдоподобия, как 

правило, является асимптотически эффективной среди всех оценок 

одномерного параметра и принадлежит к классу наилучших асимптотически 

нормальных оценок. Однако при конечных объемах выборок в некоторых 

ситуациях могут существовать оценки с меньшей дисперсией, например, 

несмещенные оценки. 

В случаях, когда элементы выборки имеют нормальное распределение с 

неизвестными параметрами (математическим ожиданием и дисперсией), 

оценки максимального правдоподобия выражаются в явном виде через 

выборочное среднее и выборочную дисперсию. Однако для многих других 

распределений (гамма-распределение, бета-распределение) задача не имеет 

аналитического решения, что требует применения численных методов 

оптимизации. 
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В работах [2, 3] предлагается использовать одношаговые оценки (первую 

итерацию метода Ньютона-Рафсона), которые обладают теми же 

асимптотическими свойствами, что и оценки максимального правдоподобия, 

но задаются явными формулами, что устраняет вычислительные трудности. 

Поскольку максимум функции положительных значений достигается в 

той же точке, что и максимум ее логарифма, для получения оценок 

максимального правдоподобия необходимо решать оптимизационную задачу 

для логарифмической функции правдоподобия. 

Для анализа асимптотического поведения оценок максимального 

правдоподобия могут быть применены методы статистики нечисловых 

данных. Множество решений задачи оптимизации обозначается как Arg max 

и может содержать более одной точки. 

В соответствии с законом больших чисел, выборочное среднее 

арифметическое сходится к математическому ожиданию при росте объема 

выборки. Соотношение (8), установленное в статистике нечисловых данных, 

описывает асимптотическое поведение оценок максимального 

правдоподобия. Из него следует, что для состоятельности оценки 

необходимо и достаточно, чтобы теоретическое среднее (7) состояло из 

единственной точки, совпадающей с истинным значением параметра θ₀ ∈ Θ. 

Случай, когда пространство параметров Θ является подмножеством 

конечномерного евклидова пространства, детально исследован в 

классической математической статистике [1]. 

3. Основная идея метода максимального правдоподобия 

При выполнении соответствующих условий регулярности, подробно 

описанных в авторитетных монографиях и учебных пособиях по 

математической статистике, решение оптимизационной задачи (4), известное 

как оценка максимального правдоподобия, обладает тремя 

фундаментальными свойствами: существованием, состоятельностью и 

асимптотической эффективностью.  
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Одним из ключевых условий регулярности в классической теории 

оценивания является существование взаимно однозначного соответствия 

между параметрическим пространством Θ и соответствующим множеством 

функций распределения Q(Θ). Это позволяет отождествить Θ с Q(Θ), 

рассматривая параметрическое пространство как подмножество множества 

всех функций распределения Q₀. 

Однако в ряде практически важных случаев классическая оценка 

максимального правдоподобия не существует, поскольку условия 

регулярности не выполняются — в частности, когда некоторые допустимые 

распределения не обладают плотностями. Такая ситуация возникает, 

например, когда параметрическое пространство совпадает со всем 

множеством функций распределения: Θ = Q₀. В этих случаях может быть 

применен метод обобщенного максимального правдоподобия. 

Пусть X₁, X₂, ..., Xₙ — независимые одинаково распределенные 

случайные величины с неизвестной функцией распределения F, 

принадлежащей известному семейству Q ⊆ Q₀. Для оценивания F 

предлагается следующий подход. Пусть ρ — метрика Леви в Q₀. Рассмотрим 

последовательность подмножеств Q₁, Q₂, ..., Qₙ, ... множества Q₀, замкнутых в 

топологии, порожденной метрикой Леви, таких что Qₘ ⊂ Qₚ при m < p, а 

объединение всех Qᵢ всюду плотно в Q₀. Предположим, что оценка 

максимального правдоподобия существует в обычном смысле при Θ = Q ∩ 

Qₙ. Обозначим эту оценку Fₙₙ. Оценкой обобщенного максимального 

правдоподобия называется предел Fₙₙ при N → ∞, если данный предел 

существует. 

Естественным образом возникают три фундаментальных вопроса: 

а) При каких условиях существуют оценки Fₙₙ? 

б) Когда существует оценка обобщенного максимального правдоподобия? 
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в) Является ли оценка обобщенного максимального правдоподобия 

состоятельной? 

Ответ на первый вопрос относительно прост. Если плотность f(x) = F'(x) 

является непрерывной функцией от F ∈ Qₙ для любого x и любого N, причем 

Qₙ — компактные множества, а Q замкнуто, тогда Q ∩ Qₙ также компактны, 

и максимум непрерывной функции достигается, то есть оценка Fₙₙ 

существует. 

Что касается вопросов (б) и (в), то в общем случае ответы на них 

остаются неизвестными. Выдвигается гипотеза, что при определенных 

условиях регулярности оценка обобщенного максимального правдоподобия 

существует и является состоятельной. 

Перспективными направлениями дальнейших исследований являются: 

1. Доказательство или опровержение сформулированной гипотезы 

2. Поиск конкретных условий существования и состоятельности оценок 

3. Исследование частных случаев, таких как: 

- Эмпирическая функция распределения 

- Симметризованная функция распределения 

- Оценки для параметрических семейств с сингулярными распределениями 

Разработка общей теории обобщенного максимального правдоподобия 

представляет значительный интерес для современной математической 

статистики и ее приложений. 

Заключение 

В рамках проведенного исследования было получено необходимое и 

достаточное условие состоятельности оценки максимального правдоподобия 

в общей постановке. Для достижения этого результата потребовалось 

привлечение математического аппарата статистики в пространствах 

произвольной природы, представляющего собой центральный раздел 

статистики нечисловых данных. 



Московский экономический журнал. № № 9. 2025 

Moscow economic journal. №  № 9. 2025 

80 
 

Далее был исследован случай, когда стандартная задача максимизации 

функции правдоподобия не имеет решения. Для подобных ситуаций 

предложено использовать разработанную обобщенную оценку 

максимального правдоподобия, позволяющую оценивать функцию 

распределения из соответствующего множества. Данный подход обладает 

определенным концептуальным сходством с методом регуляризации 

Тихонова, разработанным для решения некорректно поставленных 

операторных задач [9]. 

В работе приведены конкретные примеры обобщенных оценок 

максимального правдоподобия. Показано, что к ним относятся, в частности: 

- Эмпирическая функция распределения 

- Её симметризованный вариант, полученный в предположении симметрии 

оцениваемого распределения относительно нуля 

Симметризованная функция распределения находит практическое 

применение, в частности, при проверке гипотез об однородности связанных 

выборок. 

Сформулирован ряд нерешенных проблем, связанных с дальнейшим 

развитием обобщенного метода максимального правдоподобия. К числу 

наиболее актуальных направлений для будущих исследований относятся: 

1. Доказательство теорем существования для обобщенных оценок 

2. Исследование условий их состоятельности и асимптотической 

нормальности 

3. Разработка вычислительных алгоритмов для практической реализации 

4. Изучение свойств симметризованных оценок для различных типов 

распределений 

Решение этих задач представляет значительный интерес как для 

теоретической статистики, так и для прикладных исследований. 

В то время как в одних регионах наблюдается избыток рабочей силы, 

другие сталкиваются с ее дефицитом. Это связано как с географическими и 
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демографическими факторами, так и с различиями в уровне экономического 

развития регионов. Кроме того, сохраняется проблема несоответствия 

структуры. 
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